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2.1 概要 

2.1.1. はじめに 

流体力学は，液体や気体の流れにおける複雑な振る舞

いの中に規則性を見いだし，そのメカニズムを説き明か

す学問分野である．流体の支配方程式であるナビエ・ス

トークス方程式は 19 世紀前半に導かれ，学問として非

常に成熟しているが，対象は時代と共に広がっていき，

現在では理学および工学における基礎を成している．そ

のため，物理，数学，気象，海洋，生物，航空，宇宙，

船舶，機械，化学，土木など幅広い分野との関わりが深

く，その中から新たな現象が見いだされ共に発展をして

きた．特に，非線形力学の観点に立つと，流体力学は非

線形モデルとして好適であったことから，ローレンツモ

デルのように力学系理論の具体的な現象として流体挙動

が用いられた． 

先にも述べたように，非圧縮性粘性流体の挙動を記述

する支配方程式は，連続の式およびナビエ・ストークス

方程式である 1-3)． 
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ここで，v は速度ベクトル，t は時間， は密度， 

は動粘性係数である．(1) 式が質量保存則であり，(2) 式

が運動方程式となる．この方程式に問題に合わせた境界

条件を適用することで，流体の振る舞いが解き明かされ

るのである．このような，一見シンプルな方程式で，複

雑な流体の挙動が記述されることは驚きである．ただし，非

線形性の強い方程式であり解くのは一筋縄ではいかない． 

流体力学における安定性に関する基本的概念は 19 世紀

にほぼ確立し，特に Reynolds の論文は流体不安定性の先駆

的な研究で，すでに 100 年以上もの歴史があるが，流体挙動

の複雑性，多様性から完全に解決したとは言い難い．実験，

解析の手段が進歩しメカニズムを考察し理論的理解が進

むと，また新たな未知の側面が現れてきたりする． 

宇宙環境利用では，浮力対流抑制効果を活用し，単純

化した状態で現象の解明を目的とした研究が多くなされ，

そのことから流体力学は結晶成長，凝固，燃焼などと強

く結びついて中核的な役割を果たしている． 

ここでは，幅広い流体力学の中から流れの安定性に関する

研究について，宇宙環境利用の観点から，特に液柱マランゴ

ニ対流における不安定性問題について述べることにする． 
 

2.1.2. 流体力学的安定性とは 

実際に自然界において観察される流体現象は安定でな

くてはならない．その際，僅かな乱れが生じてももとの

状態に再び戻ることが必要で，ある状態が繰り返し観察

されることと安定性が関連している．状態を表すパラメ

ータには安定性の限界（臨界値）があり，臨界値を越え

ると不安定になる．不安定な状態では，一般に，複数の

不安定モードが成長しその中で自発的に新しい状態が選

択される．すなわち，対流の駆動力を大きくするに従い，

不安定性を増し，それまでの状態が維持されず，新たな

状態へと移り変わってゆく，“流れの安定性と遷移”が重

要な課題となる． 

流れの状態を層流と乱流に分けることがあるが，その

境界をどのように定義するかはいまだに明確ではない．

一般的に，層流とはその名称のとおり流れが層を形成し

ているような規則的な流れの形態であり，乱流とは速度

が時間的・空間的に不規則に変動する不規則な流れをい

う．流れの駆動力は制御パラメータ（R）により記述され，

R が非常に大きくなると乱流となる．流れは制御パラメ

ータを大きくしてゆくと，臨界値を越えたときに不安定

となり，より複雑なパターンの流れへと移行する．一般

的には，R がゼロから大きくなるに従い，（1）静止状態，

（2）定常流，（3）周期的振動流，（4）カオス流，（5）乱

流と状態を変える．一例として，液柱マランゴニ対流の

遷移を Fig. 1 に模式的に示す．液柱マランゴニ対流の遷

移過程については，現在研究が盛んになされているが，

高プラントル数流体と低プラントル数流体では決定的に
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違うプロセスを経る．それは，低プラントル数流体にお

ける 3 次元定常流の存在である． 

では，流れの安定性と遷移に関する研究の目的は何で

あろうか．一つは，制御パラメータを増していったとき

の遷移条件（臨界値）を正確に決定すること．二つ目に，

遷移後の状態においてどのような対流パターンが出現す

るかを決定すること．最終的には，安定性と遷移の特徴

づけをし，遷移のメカニズムをあきらかにすることにあ

る．以降には研究手法を簡単に列挙する． 

(1) 実験 

自然現象を対象とする流体力学にあっては，実験によ

り観察することの重要性は疑う余地もない．実験で観測

された事実を基に理論構築を図り，あるいは仮説とした

理論を検証する手段でもある．実験での観測は，流れの

可視化が様々な方法を用いて行われる 4-7)．また，熱輸送

を含む熱流体現象の場合には温度計測も重要なデータであ

る．速度，温度データ等の FFT（Fast Fourier Transform）

解析，MEM（Maximum Entropy Method）解析 8)，ウェー

ブレット解析 9) 等によるモード判定が行われる．また，微

小なトレーサ粒子を混入した流体中に超音波を発信し，

その反射エコーを得ることにより，速度プロファイルを

捉え，その時系列変化から遷移シナリオを捉える研究も

行われている． 

(2) 数値解析 

ナビエ・ストークス方程式は非線形偏微分方程式であ

り，その厳密解は特殊な条件のもと以外では得られない．

そこで，支配方程式を離散化し，離散点の値を逐次求め

る数値解析が行われる．数値流体力学 10) と呼ばれるよう

に，流体力学における数値解析の役割は非常に重要であ

る．特に 1980 年代以降，解析手法の改善，計算機の能力

の目覚ましい向上により，様々な流れをシミュレートす

ることが可能になった．最近では 3 次元フルモデルにお

ける直接数値解析が行われ，実験研究と同等の重要性を

持つようになった．そのことから，実験に即した数値解

析を実施することにより結果を直接対比し，メカニズム

解明に大きな寄与を果たす段階に達した． 

(3) 理論 

(a) 線形安定性理論 

流れの制御パラメータを変化させることによりナビエ・

ストークス方程式の平衡解の個数が変化することを解の分岐

という．分岐点（臨界値）は平衡解の線形安定性を調べる

ことで知ることができる．線形安定性理論は，流れの安

定性を調べる理論解析であり，基本流に対して微小な摂

動を加えたときに，その摂動が発達するのか，あるいは

減衰するかによりその流れの安定性を判定する．微小な

摂動がどのように時間発展するかに着目することから，

運動方程式や境界条件の中で変動量の積（2 次の項）など

は無視し，擾乱に対して線形化を行う．線形安定性理論に

よる解析が，流体力学安定性の理論解析の第一歩である． 

(b) 非線形理論 

前述の線形安定性理論の上にたって，微小擾乱の主な

非線形効果を取り入れた理論が弱非線形理論である．擾

乱が有限振幅を持つようになると線形理論で無視してい

た擾乱方程式の非線形項が重要になる．擾乱振幅が有限

ではあるが十分小さいときには，力学系の次元を数学的

に矛盾無く有限でうち切ることが可能である．このよう

に，次元の低減を行うことによって擾乱の消長を調べる

理論が弱非線形安定性理論である．逆に，擾乱振幅が大

きく次元の低減が不可能である場合，強非線形安定性理

論が必要になるが，理論はまだ構成されておらず，数値

解析によって支配方程式を解くことが現在では唯一可能

な解法である． 

(c) 分岐やカオスの定性的理論 

制御パラメータが大きくなると，やがて流れは非常に

複雑になり，カオス的な流れから最終的には乱流へと至

る．すなわち，不安定の発現により分岐が起こりそのた

びに異なった状態へと遷移を繰り返し乱流へと至ると考

えられている．分岐やカオスの理論によりその状態の遷移を，

定性的にではあるが説明することが可能になってきた． 
 

2.1.3. 液柱マランゴニ対流不安定性の現状 

2.1.3.1 マランゴニ対流について 

マランゴニ対流の歴史は非常に古く，17 世紀位から観

察が始まり，この現象を初めて科学的な解明を行ったの

が 19 世紀後半の Thomson や Marangoni である．そ

の後，1950 年代から 60 年代にその実験的・理論的研究

が進められ，70 年代に微小重力環境での実験を契機に

「微小重力場における現象」として新たな観点から注目

されるようになった．それに伴い，多くの宇宙実験が行

われてきた（Fig. 2）11)．また，近年のコンピュータの発

達により，界面と内部流動を同時に取り扱うことが可能とな

り，数値解析による現象解明も行われるようになった．液

柱マランゴニ対流に関する研究は，初期段階は海外の研

究者により始められたものの，日本の研究者が情熱を傾

け多くの成果を創出している． 

以上のような過去の研究を通じ，様々な流れのパター

ンを有することが明らかにされてきた．対流の駆動力が

小さい場合には定常流れであるが，駆動力が大きくなる

 

Fig.1 Transition process of Marangoni convection 

in liquid bridge configuration. 
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と流体的不安定性が発達し，振動流に遷移することや，

振動流の中にも様々な様相が観察された．振動流に遷移

する条件はこれまで，表面張力勾配と粘性応力の比を表

す無次元パラメータであるマランゴニ数（Ma）で整理さ

れるといわれてきた． 
 

         𝑀𝑎 =
(∂σ ∂T⁄ )ΔTL

μα
      (3) 

 

ここで，，T，，L，， はそれぞれ表面張力，温度，

温度差，代表長さ，粘性係数，温度伝導率である．マラ

ンゴニ数がある臨界値を越えると振動流が発生するとさ

れてきた．しかし，最近の実験結果を整理すると臨界マ

ランゴニ数（Mac）は一定ではなく，液柱の直径に依存す

る傾向が見られた（Fig. 3）．これは，マランゴニ数だけ

では振動流遷移条件が決定されないことを示唆している．

また，プラントル数 Pr の大小により振動流に至るプロ

セスが異なることが分かってきた（Fig. 1）． 

そのことから，広範なプラントル数における横断的研究が

マランゴニ対流の体系的な解明にとって必須である．宇

宙航空研究開発機構では平成 8 年度より，チーム研究によ

り液柱マランゴニ対流の不安定性問題に取り組んできた 12)． 

2.1.3.2 低プラントル数流体 

液体金属に代表される低 Pr 数流体は，融点が比較的高

く，表面酸化防止のために超高清浄に保つ必要がある等

の実験的困難さから，現状では実験的研究がほとんど無

い．また，不透明流体であることから流れの直接観察が

困難なため，流れ場の把握が非常に難しい．これまでの

研究として，Croell et al.13) による半導体結晶中の不純物

縞の乱れからの間接的な観察，Kou et al.14) による液柱

スズの表面温度振動の検出報告例が散見されるが，振動

流遷移条件や遷移後の流れの形態は未だ明らかとされて

いない．さらに，Azami et al.15) による，第二遷移点を遙

かに超えた条件で溶融シリコンの観察が行われているが，

振動流遷移条件は未だ解明されていない． 

Takagi et al.16) は，液体スズの液柱表面の酸化物の挙

動を観察し，振動流遷移点を明確に捉えた．その後，

Matsumoto et al.17) は，精密な温度測定により振動流遷

移の振動挙動を明らかにし，Imaishi et al.18-20) の数値解

析結果との比較を行った．数値解析は，実験に即した条

件で計算が行われ，振動流開始後の遷移パターンが実験

と非常によく一致した結果を得た．しかし，実験による

温度測定では，流れのパターンについては明確ではなく，

今後超音波による流れ場の観察が計画されており，より

多くの情報が得られることが期待される．また，低プラ

ントル数流体に特有の第一遷移点については，温度変化

が非常に小さくこれまでに捉えた例は全く無かった．し

かし，我々の研究では振動流に遷移するより小さい温度

差において温度ジャンプを捕捉しており，第一臨界点

（Mac1）が観察できたものと考えている． 

溶融状態の金属や半導体などの低プラントル数流体

（ Pr<<1 ）においては，線形安定性解析（ Linear 

Stability Analysis; LSA）21,22)と直接数値シミュレーショ

ンにより，二次元定常流から三次元定常流に遷移した後

に振動流へ遷移することが予測され，地上での実験にお

いて現象が検証されつつある． 

 
 

Fig. 3 Dependence of critical Marangoni number on size of liquid bridge. 

 
 

Fig. 3 Dependence of critical Marangoni number on size of liquid bridge. 

 
 

Fig.2 The history of the microgravity experiments (modified from Ref. 11). 
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乱流に至る過程においては，Azami et al.15) の研究があ

るが，系統的な研究には至っておらず今後の実験データ

の蓄積が望まれる．また，数値解析では，まだ乱流まで

の計算はなされていない． 

2.1.3.3 高プラントル数流体 

一方，高プラントル数流体（Pr>10）では，ハーフゾー

ンを模擬した実験的研究，特にシリコンオイル等の高プ

ラントル数流体を用いた地上実験が数多く実施されてき

た．加えて，ここ約 20 年間の間に，およそ 20 件以上に

も及ぶ液柱マランゴニ対流に関する微小重力実験が，ス

ペースシャトルや小型ロケットにて実施されてきている．

これらの結果より，マランゴニ対流の駆動力，つまり上

下ディスク間温度差が大きくなるにつれ，流れが二次元

定常流から三次元振動流へと遷移することが明らかとな

っている．しかし，振動流遷移メカニズムは完全には理

解されていない．従来，多くの研究者は流体の線形安定

性に起因するものとしてこの遷移現象を捉え，遷移の臨

界条件が臨界マランゴニ数（Mac）だけで決定できるとさ

れてきた．しかしながら近年の宇宙実験データからは，

振動流遷移点における臨界マランゴニ数が，液柱径を大

きくするにつれ増大することを示している．このことは，

臨界マランゴニ数だけでは振動流遷移条件を決定できな

いことを強く示唆している．同様の結果が液柱以外の形

状のマランゴニ対流でも得られている．また，LSA では

振動流遷移過程を現状では説明できておらず，さらに，

直接数値シミュレーションでも高プラントル数流体の振

動流は完全には解明されていない．このように，高プラ

ントル数流体のマランゴニ対流に関する多くの研究結果

が報告されているものの，振動流遷移メカニズムは完全

に理解されているとはいえない． 

以上のことは，振動遷移の臨界条件を決定するための

新たなパラメータが必要であることを意味する．

Kamotani et al. は，動的自由表面変形がその新たなパラ

メータであり，S−パラメータと呼ばれる自由界面変形の

要素を導入した 23)．S−パラメータは数少ない既存のデー

タの臨界条件をよく記述しているが，動的界面変形が実

際に重要な役割を果たしていることを，地上実験で直接

的に証明することは非常に難しい．そのため，国際宇宙

ステーション（ISS）におけるマランゴニ対流実験を計画

しており，その宇宙実験により振動流メカニズムにおけ

る動的表面変形の役割を明らかにする． 

高プラントル流体における振動流発生後の乱流に至る

プロセスは，Ueno et al. により系統的に調べられている 24)．

定常流から乱流に至る過程を，トレーサ粒子挙動，表面

温度変動を解析し 8 つの領域に特徴づけ，それぞれの領

域で現れる流れのモード構造を明らかにしている．また，

Tanaka et al.25）は，乱流へ至る過程においてある特定の

条件において，流体中に特異な粒子集合を見いだし，流

れ場と粒子との関係において非常に興味深い．この粒子

挙動は Schwabe et al.26) によっても観察されており，

PAS（Particle Accumulation Structure）と呼ばれてい

る．また，Shiomi et al.27) により，不安定性の能動的制

御が試みられている． 

2. 2 物理モデル 

2.2.1 液柱マランゴニ対流の線形・弱非線形安定

性解析 

2.2.1.1 はじめに 
 

シリコン単結晶作製法の一つとして，フローティング

ゾーン法と呼ばれる方法が知られているが，この方法で

は結晶材料がるつぼなど他物質と接することがないため，

 
 

Fig. 3 Dependence of critical Marangoni number on size of liquid bridge. 
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不純物の混入を防ぐことができるという利点がある．し

かし，気液界面の表面張力の温度勾配によって駆動され

るマランゴニ対流が不安定化されるために，均質な単結

晶を得ることができないことが明らかになり，液柱マラ

ンゴニ対流の安定性の問題に関心が集まるようになった．

本節では，過去 30 年にわたって行われてきた安定性に対

する解析に焦点をあて，解析手法の概要を述べ，得られ

た結果を概説する．フローティングゾーンをモデル化したフ

ルゾーンモデル（FZ）と，さらにそれを簡単化したハーフゾ

ーンモデル（HZ）の両者を Fig. 4 に示すが，一般的な流

れの安定性問題とは異なり，この問題では数値解析の占

める割合が非常に大きい．なお，紙面の関係で，液柱の

高さ h に対する半径 r* の比，すなわちアスペクト比

（=h/r*）はとくに断らない限り 1 に限定することにしよう． 

2.2.1.2 問題の定式化 

支配方程式として，Navier-Stokes 方程式，エネルギー

方程式と連続方程式 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ (𝒖 ∙ 𝛁)𝒖 = −∇𝜋 + 𝑃𝑟∆𝒖 − 𝑃𝑟2𝐺𝑟𝑇𝒆𝑧, 

  (4) 

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ (𝒖 ∙ 𝛁)𝑇 = ∆𝑇 and 𝛁 ∙ 𝒖 = 0   

が液柱内 

𝛺 = {(𝑟, 𝜃, 𝑧)|𝑟 ∈ [0, 𝛤−1), 𝜃 ∈[0,2𝜋), 𝑧 ∈ (−1/2, 1/2)} 
 

で成立する．方程式(4)は，代表長として液柱高さ h，代

表時間として温度拡散の時間スケール h2/，代表速度と

して/h，代表圧力は2/h2 を用いて無次元化している 1．

u=(u,v,w) は速度ベクトル，は圧力，T  は温度である．

は密度，は温度拡散率であり，HZ の場合には液柱上

下面の温度をそれぞれ Th, Tc, (Th > Tc ) とおいた．FZ の場

合には側面を通過する熱流束から代表温度を決める．な

お，(4)式における Pr =/はプラントル数であり，Gr =

－Pr-1Ra はグラスホフ数である．なお、𝑅𝑎 =
𝛽𝑔(𝑇ℎ−𝑇𝑐)ℎ

3

𝜈𝜅
で

与えられるレイリー数は，安定成層に対して Ra > 0 と定

義されているので，便宜上グラスホフ数 Gr を Gr =－Pr-

1Ra で定義している．は動粘性率，は体積膨張率，g 

は重力加速度である．定義域 𝛺 の境界 𝜕Ω は液柱の上下

端面{(𝑟, 𝜃, 𝑧)|𝑟 ∈ [0, 𝛤−1), 𝜃 ∈[0,2𝜋), 𝑧 = ±1/2}と液柱表面

{(𝑟, 𝜃, 𝑧)|𝑟 = 𝛤−1, 𝜃 ∈ [0,2𝜋), 𝑧 ∈ (−1/2, 1/2)}から構成され

るが、上下端面では粘着条件と完全伝導条件，液柱表面

では無変形，表面張力と接線応力のバランス，部分的伝

導という境界条件を課す： 

𝑢 = 0 at 𝑧 = ±1/2, 𝑇 = 𝑇ℎ at 𝑧 = 1/2, 

𝑇 = 𝑇𝐶  at 𝑧 = −1/2, 

𝑢 = 0, 𝐒 ∙ 𝒏 − 𝑃𝑟 ∙ 𝑅𝑒∇∥𝑇 = 0,
𝜕𝑇

𝜕𝑟
+ 𝐵𝑖𝑇 = 0 on 𝑟 = 𝛤−1. 

(5) 

ここで， 𝐒は応力テンソルであり，Re は表面張力 �̃� を用

いて𝑅𝑒 =
(−𝜕�̃� 𝜕𝑇⁄ )(𝑇ℎ−𝑇𝑐)ℎ

𝜌𝜈2  で定義されるレイノルズ数であ

る．なお，マランゴニ数 Ma とは Ma =PrRe の関係がある．

Bi はビオ数である． 

まず，(4)は境界条件(5)のもとに，𝑅𝑒 ≠ 0 である限り，

つねに軸対称定常解（主流）を持つ 2．Stokes の流れ関

数 𝛹(𝒓): �̅� = 𝑟−1𝛹𝑧(𝒓)， �̅� = −𝑟−1𝛹𝑟(𝒓) を導入する．こ

こに 𝒓 = (𝑟, 𝑧) とおいた．圧力を消去すると 𝛹 と �̅� は

次によって支配される： 
 

−
1

r

∂(𝛹,𝐷2𝛹)

∂(𝑟,𝑧)
−

2

𝑟2

∂𝛹

∂𝑧
𝐷2𝛹 = 𝑃𝑟𝐷4𝛹 + 𝑃𝑟2𝐺𝑟 ∙ 𝑟

∂�̅�

∂𝑟
, 

  (6) 

D2�̅� =
1

𝑟
[
∂𝛹

∂𝑧

∂Θ̅

∂𝑟
−

∂𝛹

∂𝑟
(
∂�̅�

∂𝑧
+ 1)], 

𝐷2 =
1

𝑟

∂

∂𝑟
(𝑟

∂

∂𝑟
) +

∂2

∂𝑧2．ここで�̅�(𝒓)＝�̅� − 𝑧とおいた． 

境界条件(5)は次のようになる： 

𝛹 = 𝛹z = �̅� = 0  on 𝑧 = ±
1

2
, 

𝛹 = 0,−
1

𝑟

𝜕2𝛹

𝜕𝑟2 +
1

𝑟2

𝜕𝛹

𝜕𝑟
+ 𝑃𝑟𝑅𝑒(�̅�𝑧 + 1) = 0, 

�̅�r = 0 on 𝑟 = 𝛤−1.   (7) 

ここで，𝒖, π, 𝑇 を主流成分(‘ ̅ ’) と攪乱成分 (‘ ̂ ’) に分離し

よう：𝑢(𝒙, 𝑡) = �̅�(𝒙) + �̂�(𝒙, 𝑡)， 𝜋(𝒙, 𝑡) = �̅�(𝒙) + �̂�(𝒙, 𝑡), 

𝑇(𝒙, 𝑡) = �̅�(𝒙) + Θ̂(𝒙, 𝑡)． 𝒙 = (𝑟, 𝜃, 𝑧) とおいた．攪乱成

分に対する非線形方程式は次の形に書ける： 

 
 

Fig. 4  Physical Setup. (a): Half-zone model (HZ), 

(b): full-zone model (FZ). g: acceleration due 

to gravity, g(Z) heat Flax. 

1 方程式の無次元化の仕方にはいろいろなバリエーションがあり，代表時間に粘性散逸の時間スケール h2/を用いるのが低プラ

ントル数流体の場合は一般的である．また，代表速度に −𝜕�̃� 𝜕𝑇⁄  (𝑇ℎ − 𝑇𝑐)/(𝜌𝜈)，代表圧力に −𝜕�̃� 𝜕𝑇⁄  (𝑇ℎ − 𝑇𝑐)/ℎという表

面張力�̃�由来のスケールを用いることもできる．どの流儀を用いても，臨界条件は変わらないが，攪乱の線形増幅率や周波数

は代表時間の取り方に依存する． 
2 主流は方向の回転対称性と=0 に関する鏡映対称性という(2)対称性をもつ．また，FZ の場合，浮力の影響を無視すると，

(2)対称性に加えて z =0 に関する上下鏡映対称性が付加されたO(2)⨁Z2対称性をもつ． 
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𝜕

𝜕𝑡
𝓢�̂� + ℒ�̂� = 𝒩 �̂�, �̂�  in 𝛺                  (8) 

 

ただし，�̂� =  �̂�, �̂�, �̂�, �̂�, Θ̂ 
T
とした．線形作用素𝒮とℒ，並

びに非線形項 𝒩 �̂�, �̂�  は次のように定義される． 

 

   ℒ =

(

  
 

(𝑄 + �̅�𝑟) − 𝑃𝑟∆ + 𝑟−2𝑃𝑟 2𝑟−2𝑃𝑟𝜕𝜃 �̅�𝑧 𝜕𝑟 0

−2𝑟−2𝑃𝑟𝜕𝜃 (𝑄 + 𝑟−1�̅�) − 𝑃𝑟∆ + 𝑟−2𝑃𝑟 0 𝑟−1𝜕𝜃 0

�̅�𝑟 0 (𝑄 + �̅�𝑧) − 𝑃𝑟∆ 𝜕𝑧 𝑃𝑟2𝐺𝑟

𝜕𝑟 + 𝑟−1 𝑟−1𝜕𝜃 𝜕𝑧 0 0

�̅�𝑟 0 (1 + �̅�z) 0 −∆ + 𝑄)

  
 

 ,        

    𝒮 =

(

 
 

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1)

 
 
，𝒩 �̂�, �̂� = −

(

  
 

�̂��̂�𝑟 + 𝑟−1�̂��̂�𝜃 + �̂��̂�𝑧 − 𝑟−1�̂�2

�̂��̂�𝑟 + 𝑟−1�̂��̂�𝜃 + �̂��̂�𝑧 + 𝑟−1�̂��̂�

�̂��̂�𝑟 + 𝑟−1�̂��̂�𝜃 + �̂��̂�𝑧

0
�̂��̂�𝑟 + 𝑟−1�̂��̂�𝜃 + �̂��̂�𝑧 )

  
 
，and 𝑄 = �̅�𝜕𝑟 + �̅�𝜕𝑧． 

 

 

境界 ∂Ω 上で課される同次境界条件は，適当な線形作用

素 ℋ を用いて ℋ�̂� = 0 のように書くことができる． 

2.2.1.3 線形安定性 

まず，攪乱の振幅が無限小 ∥ �̂�  ∥≪ 1 の状況を考え，

(8)を線形化し，その解をノーマルモードの形に求めよう： 
  

�̂�(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝜙(𝑟, 𝑧)𝑒𝑖𝑚𝜃+𝜎𝑡,             (9) 

 

ここで 𝑚 ∈ ℤ は周方向の波数である．𝜙 は次を満たす： 

[𝜎𝑆𝑚 + 𝐿𝑚]𝜙 = 0 in 𝛺2𝐷 subject to 𝐻𝑚𝜙 = 0 on 𝜕𝛺2𝐷
 .  (10) 

ただし，𝑆𝑚＝𝒮| 𝜕

𝜕𝜃
→𝑖𝑚

， 𝐿𝑚 = ℒ| 𝜕

𝜕𝜃
→𝑖𝑚

，𝐻𝑚 = ℋ| 𝜕

𝜕𝜃
→𝑖𝑚

を

導入した．2 次元領域 {(𝑟, 𝑧)|𝑟 ∈ [0, 𝛤−1), 𝑧 ∈ (−1/2,1/2)}

を𝛺2𝐷，またその境界を𝜕𝛺2𝐷
と書くことにする．(10)は線

形固有値問題 𝜎 = 𝜎(𝑚, 𝑅𝑒, 𝑃𝑟, 𝛤, 𝐺𝑟, 𝐵𝑖) を構成する．

の実部は攪乱の線形増幅率，また，虚部の符号を変えた

ものは周波数を意味する．線形安定性理論における目的

は，与えられたアスペクト比，グラスホフ数 Gr，ビオ

数 Bi，プラントル数 Pr と波数 𝑚 に対してr が負（主流

は攪乱に対して線形安定(条件付漸近安定)）から正（主流

は不安定）に符号を変える Re の値𝑅𝑒𝑛(𝑚; 𝑃𝑟, 𝛤, 𝐺𝑟, 𝐵𝑖)を

求め，min𝑚∈ℤ 𝑅𝑒𝑛(𝑚; 𝑃𝑟, 𝛤, 𝐺𝑟, 𝐵𝑖)を臨界レイノルズ数

Rec=Rec(Pr, 𝐺𝑟, 𝐵𝑖) として決定することである．なお，

このときの波数を mc と書き臨界波数と呼ぶ．主流は O(2) 

対称性を持つため，臨界点（Rec,mc）において =0 か，

𝜎 = ±𝑖𝜎𝑖 ≠ 0 という純虚数対が固有値として得られる．

前者は定常モード，後者は回転波対を意味する． 

以下ではハーフゾーンモデル（HZ）とフルゾーンモデ

ル（FZ）に対してこれまでに行われてきた解析結果を紹

介する．ただし，紙面の関係上，液柱表面は円柱形状を

保ったままであるものとする．なお，特に断らない限り，

浮力の効果は完全に無視でき，液柱表面では熱の出入り

がない（完全断熱）と仮定して，グラスホフ数 Gr とビオ

数 Bi をいずれも 0 とおく． 
 

(１) ハーフゾーンモデル (HZ) 

1)  アスペクト比無限大の液柱問題 

液柱長さが無限大（𝛤 = ∞）の場合の線形安定性は

Xu と Davis28) によって解析された．そこでは，液柱端

面の存在を無視して，温度勾配は z 方向に一様であると仮

定するが，任意の z 断面における流量が 0 であるために z

方向に一定の圧力勾配が課されなければならない 3．そ

の結果，攪乱は周方向のみならず z 方向にも周期的であ

るとしたノーマルモード ∝ 𝑒𝑖(±𝑚𝜃+𝛼𝑧)+𝜎𝑡  を考えることに

なり，2 次元領域  𝛺2𝐷 とその境界 𝜕𝛺2𝐷
 上で定義されていた

線形固有値問題(10)は，r のみに関する 1 次元固有値問題に

帰着される．その際に得られた 𝑟 ≪ 1 での有界性の条件 

 �̂�, �̂�, �̂�, �̂�, �̂� ~(𝑟𝑚−1, 𝑟𝑚−1, 𝑟𝑚, 𝑟𝑚, 𝑟𝑚) for 𝑚 > 0, 

 �̂�, �̂�, �̂�, �̂� ~(𝑟, 1,1,1) for 𝑚 = 0    (11) 

は有限アスペクト比をもつ液柱においても成立する．さて，

臨界条件は 𝑅𝑒𝑐 = min𝑚∈ℤ,𝛼∈ℝ 𝑅𝑒𝑛(𝑚, 𝛼, 𝑃𝑟) のように求め

られる．Xu と Davis28) によると，Pr<62.2 (=Pr*) では

mc=1，𝛼𝑐 ≠ 0，Pr>Pr* では mc=0， 𝛼𝑐 ≠ 0 が結論された．

なお，いずれの場合も臨界点 Re=Rec において𝜎𝑖 ≠ 0 であ

るため，振動モード（次の段落で述べる ‘hydrothermal 

waves’）に対して主流が不安定化することが分かる．

Pr=Pr* というクロスオーバー点では，mc=1 という非軸

対称攪乱と mc=0 の軸対称攪乱が同時に臨界を与えるため，

これらの攪乱間に非線形相互作用が生じるが，m=0 モー

ドと m=1 モード間には共鳴条件が成立しない
4
．なお，

Ryzhkov29) の再計算によると，Xu と Davis の解析で見落

とされていた新しい m=1 のモードが高 Pr 域では臨界を与

えるため，臨界波数 m=0 になることはなく，10-2Pr103

 

3 この場合，主流は z 方向に対しては並進対称性（SO(2)），方向には回転対称性と =0に対する鏡映対称性のO(2)対称性を持つ． 
4 ∝ e𝑖 𝒌𝑗∙𝒙−𝜔𝑗𝑡 という形を持つ n 個のモードを考える．𝑝𝑗 ∈ ℤに対して 𝑝

𝑗
𝒌𝑗 = 0𝑛

𝑗 かつ 𝑝
𝑗
𝜔𝑗 = 0𝑛

𝑗 を共鳴条件という． 

 

－ S18 －



松本 聡，他 

Int. J. Microgravity Sci. No. 31 Supplement 2014                                             19 

にわたって mc=1 が成立することが明らかになった．後者

の場合には，mc=1 の異なるモード間で臨界モードの入れ

替えが生じることになるが，クロスオーバー点 Pr*=19.95

での軸方向波数  と周波数は互いに異なっており，両モ

ードの相互作用も非共鳴的である．これらの非共鳴相互作

用についての解析はまだ行われていない． 

歴史的には前後するが，円柱形状の問題をさらに簡単化

して，水平流体層でモデル化した解析が Smith and 

Davis30)によって行われた．すなわち，xy- 平面上に一様

な厚みを持つ流体層が無限に広がっている状況を考え，x

方向に一様な温度勾配が作用していると考える．このと

き，古典的な意味でのマランゴニ対流セルが発現するのと

同じ機構による定常モード（縦ロール）と，振動モードが

発生可能である．後者は‘hydrothermal waves’と名付

けられた．これは，低プラントル数の場合には x 方向の主

流温度場から，また，高プラントル数の場合には z 方向

の温度場から攪乱がエネルギーを得ることによる．振動

モードに対するノーマルモードは∝ 𝑒𝑖 𝑘𝑥𝑥±𝑘𝑦𝑦 +𝜎𝑡  とい

う斜交波対の形に書くことができる 5．任意の x 断面内で

の流量が  0 という条件の下では，斜交波対が臨界条件を

与え， 𝑃𝑟 → 0  のとき𝑀𝑎𝑐 ∼ 𝑃𝑟1/2 ，また 𝑃𝑟 → ∞では

𝑀𝑎𝑐 → 398.5  が結論された．なお，主流の流量が 0 でな

い状況を許すと，速度分布は直線状になるが，その場合

には，𝑃𝑟 ≪ 1  において臨界モードは kx =0 の縦振動モー

ドであり，Pr の増加と共に kx が増加し，斜交波対が臨界

モードになる．0.6 ≤ 𝑃𝑟 ≤ 1.6 では ky=0 の横振動モード

が臨界を与えるが，Pr>1.6 では kx =0 の縦ロールが臨界条

件を与えること，また，𝑃𝑟 → 0 のときは𝑀𝑎𝑐 ∼ 𝑃𝑟1/2，

𝑃𝑟 → ∞で 𝑀𝑎𝑐 → 15.49 であることが明らかにされた． 
 

2)   有限のアスペクト比を持つ液柱問題 

さて，いよいよ有限アスペクト比の液柱マランゴニ対

流の線形安定性に話題を移そう．1990 年代以降，有限アス

ペクト比の問題に焦点が移ったが，そこでは 2 次元領域 

𝛺2𝐷 とその境界 𝜕𝛺2𝐷
 上で定義された(10)の線形固有値問

題を直接取り扱う必要があるため，数値解析が中心的な

役割を果たす．なお，これまで様々なアスペクト比  に

対する解析が行われてきたが，ここでは広くベンチマー

ク的に考察されてきた = 1 の結果についてのみ紹介する

ことにする． 

ノーマルモード解析の結果を議論する前に，まず，主

流が安定であるための十分条件を求める，‘エネルギー法’

と呼ばれる解析法についてごく簡単に触れよう． 

∫ �̌�𝑇 ∙ [(
𝜕

𝜕𝑡
𝒮 + ℒ) �̂� − 𝒩 �̂�, �̂� ] 𝑑𝒙 = 0

𝛺⊕𝜕𝛺
     (12) 

を考える．ただし�̌� =  �̂�, �̂�, �̂�, �̂�, �̌�Θ̂ 
𝑇
とおいた．�̌�はカッ

プリングパラメータと呼ばれる正の定数である．大雑把

に言うと，𝐸 = ∫ �̌�𝑇 ∙ 𝒮�̂�
Ω⊕𝜕𝛺

𝑑𝒙 によって一般化された攪

乱エネルギー (>0) を定義して (12) を
𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝐹(𝑃𝑟, 𝛤, 𝑅𝑒; �̌�)

の形に書く．両辺を E で割った  
1

𝐸

𝑑𝐸

𝑑𝑡
 の上限値 0 が

𝑅𝑒∗ = 𝑅𝑒∗ 𝑃𝑟, 𝛤; �̌� に お い て 達 成 さ れ る と き ，

max�̌�>0 𝑅𝑒
∗ 𝑃𝑟, 𝛤; �̌� = 𝑅𝑒𝐸  はエネルギー安定であるため

の限界を与え，Re<ReE では流れは平均として漸近安定で

ある．すなわち，Re<ReE は安定のための十分条件である 6．

Shen et al. 32) は攪乱を軸対称に制限した上で，

0.01 ≤ 𝑃𝑟 ≤ 1.6，0.5 ≤ 𝛤 ≤ 2  に対して，また，Neitzel 

et al. 33) は 0.4 ≤ 𝛤 ≤ 1.8 の液柱における非軸対称攪乱に

エネルギー法を適用した．Pr=1 に対する ReE の値と，

KCl (Pr=1) を用いた Velten et al. 34) の実験による臨界条

件との比較から，両者が与える ReEの一致は良いこと，ま

た，攪乱は非軸対称であることが結論された． 

エネルギー法が安定のための十分条件を与えるのに対

して，ノーマルモード解析にもとづく安定性理論は不安

定のための十分条件を与える． 

主流(6)，(7)と線形固有値問題(10)を数値的に解くため

の離散化として，Table 1 のように有限差分法，有限要素

法，有限体積法，チェビシェフ多項式に代表される関数

展開などが用いられてきた． 

Figure 5 (a)–(e)と(f )–(j) はそれぞれ Pr=0.05 と 1 の場

合の主流の流線，等温線と線形固有関数である．(g)に示

すように，プラントル数が高くなると(𝑟, 𝑧) = (𝛤−1, −1/2)

近傍に等温線が密集し，それに伴って表面張力温度勾配

の不均一が z=-1/2 付近に集中するため，その結果流線が

密集する．このような解の構造をチェビシェフ多項式の

ようなC∞ −級関数を用いて展開しようとすると，定義域

𝛺2𝐷 全体に影響が及ぶという困難が生じる． 

Wanshura et al. 43) は r 方向にチェビシェフ多項式展

開，z 方向に 2 次の中心差分を用いた解析を行ったが，高

プラントル数領域におけるこの困難を避けるために，(5)

5 水平流体層の場合には，主流は x 方向に並進対称性 (SO(2))，y 方向に並進対称性と y=0 に対する鏡映対称性という O(2) 対称性を持つ. 
6 エネルギー法の詳細は，Joseph31)を参照． 

Table 1 Discretization methods to solve eqs. (6) and 

(7) and analyze the eigenvalue problem (10). 

Discretization methods HZ FZ 

finite difference method Ref. 35, 

36, 37 

Ref. 45 

finite element method Ref. 38  

finite volume method Ref. 39 Ref. 46 

Chebyshev polynomials both in r 

and z-directions 

Ref. 40, 

41 

Ref. 47, 

48 

Chebyshev polynomials in r-dir. 

Chandrasekhar functions in z-dir. 

Ref. 42  

Chebyshev polynomials in r-dir. 

finite difference method in z-dir. 

Ref. 43, 

44 
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7 この点については，文献 53, 54 に詳しい議論がある． 
8 Chandrasekhar 関数は，Orr-Sommerfeld 方程式の固有値問題においてチェビシェフ多項式の有用性が Orszag55)によって示され

た 1971 年以前から，流れの安定性に関連した線形固有値問題に頻繁に用いられてきた．詳細は Chandrasekhar56)を参照された

い．𝑆𝑚(𝑧) =
sinh𝜇𝑚𝑧

sinh
𝜇𝑚
2

−
sin𝜇𝑚𝑧

sin
𝜇𝑚
2

，𝐶𝑚(𝑧) =
cosh𝜆𝑚𝑧

cosh
𝜆𝑚
2

−
cos𝜆𝑚𝑧

cos
𝜆𝑚
2

で定義される．ただし，𝜇𝑚と𝜆𝑚は，coth
μ

2
− cot

μ

2
= 0， tanh

λ

2
+ tan

λ

2
= 0の

第 m 番目の 0 点である． 

 

で与えられる液柱表面 r= -1 における表面張力とせん断

応力のバランスの条件𝑺 ∙ 𝒏 − 𝑃𝑟𝑅𝑒∇∥𝑇 = 0を 

𝐒 ∙ 𝒏 − 𝑃𝑟𝑅𝑒∇∥𝑇 ∙ 𝑓(𝑧) = 0              (13) 

のように‘正則化’した．ここで，𝑓(𝑧) は Table 2 で定

義される‘正則化’因子である．彼らは，𝑓𝛿(𝑧)， 𝛿 = 10

を用いることによって𝑃𝑟 ≤ 4.8 までの解析に成功し，

𝑃𝑟 ≤ 0.05 では定常モードに対して主流は不安定化するが，

𝑃𝑟 ≥ 0.5 では振動モードに対して不安定化することを見

いだした．また，いずれの場合も mc=2 であると結論した． 

Bouizi, et al. 50) に従って，これら 3 種類の正則化による

‘切断長’を0.9 = 𝑓(𝑧) = 𝑓(1 − Λ)で定義する．すなわち， 
 

1 − Λ(𝑛) = 𝑓𝑛
−1(0.9)，1 − Λ(𝛼) = 𝑓𝛼

−1(0.9)， 

1 − Λ(𝛿) = 𝑓𝛿
−1(0.9)．         (14) 

Figure 6 に示すように，(n) と () とでは前者が少

し優れているもののほとんど差は認められない．と n の

増加に伴って (n) と () はほぼ同じべきで減少するこ

とが分かる．一方，() はこれら 2 種類と比較して，小

さな負のべきを示している．いずれにせよ，n，，の増

加に伴って切断長は短くなり，等温線並びに流線の集中

が顕著な (r, z)=(-1, ±1/2) 近傍のみが平滑化される．し

たがって，Fig. 6 は正則化因子を比較する際に有用な情報

を与える． 

有限差分，有限体積法，有限要素法などは，離散化に

伴う数値誤差中にそういったフィルター効果が取り込ま

れているため，‘正則化’は不要と考えられるが，

Nienhüser, et al. 37)は有限差分法と=500 という強い正

則化因子𝑓𝛿(𝑧)を併用した解析を行っている 7． 

1999 年に Kuhlmann, et al. 53) はこの線形安定性問題

のとくに数値解析に関する詳細な解説を行っているが，

そこでは，r，z 両方向共にチェビシェフ多項式展開，r 方

向はチェビシェフ多項式展開で z 方向は有限差分，そして，

双方向共に有限差分という 3 種類の数値解析法を用いて

安定特性を求め，収束性などに関する比較検討を行った．

その結果，‘正則化’(13) は チェビシェフ多項式展開に

は必要不可欠であること，また，正則化は結果に大きな

影響を及ぼすことを明らかにした． 

主流と固有関数の離散化に関数展開を初めて持ち込ん

だのは Kuhlmann and Rath42) である．彼らは r 方向に

はチェビシェフ多項式，z 方向には Chandrasekhar 関数
8（主流流れ関数，固有関数の w 成分）とフーリエ級数

（主流温度場および固有関数の u 成分と𝛩成分）で展開し

た．しかし残念なことに，数値解析結果は文献 35) やその

後の他の研究者による結果とは異なっている．例えば，

臨界条件を与える攪乱が定常から振動に入れ替わるクロ

Table  2 Regularization functions found in 

literature, 𝑓(𝑧). (a): Ref. 43, 37, 36, 41; (b): 

Ref. 47; (c): Ref. 49, 50, 51, 52. 

𝑓𝛿(𝑧) 

{
 
 
 

 
 
 1

4
[1 − cos (𝜋𝛿 (𝑧 +

1

2
))]

2

 for 𝑧 ≤ −
1

2
+

1

𝛿

1 for |z| <
1

2
−

1

𝛿

1

4
[1 − cos (𝜋𝛿 (

1

2
− 𝑧))]

2

for z ≥
1

2
−

1

𝛿

 (a) 

𝑓𝛼(𝑧) 1 − 𝑒−𝛼[1−(2𝑧)2]2 (b) 

𝑓𝑛(𝑧) [1 − (2𝑧)2𝑛]2 (c) 

 

 

Fig. 5 Spatial structure of the basic flow and 

disturbance on the critical curves in Fig.8. 

(a), (f): 𝜳(𝒓), (b), (g): 𝜣(𝒓), (c), (h): 𝝓𝒖(𝒓), 
(d), (i):  𝝓𝒘(𝒓) , (e), (j):  𝝓𝚯(𝒓) .(a)-(e): 

Pr=0.05, (f)-(j): Pr=1. 𝝓𝒖 , 𝝓𝒘  and 𝝓𝜣 

respectively indicate the u, w, and  𝜣 -

components of the eigenfunction.  

 

Fig. 6  Cutting-length  defined by Table 2. 
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スオーバー点 Pr=Pr* は =1 の場合 Pr* ≃ 0.058 であるの

に対し，彼らの結果は Pr*≃1 である．また，Pr=1 付近で

は mc=2 が知られているのに対して彼らは mc=1 を結論し

ている． 

Neitzel et al. 57,35) は流れ関数と渦度を用いて記述され

た主流を，有限差分近似のもとに半陰的予測子修正子多

重反復法を用いて解いた．線形固有値問題(10)にも有限差

分を用いたが，格子点は r，z 方向共に主流の場合の半数

としている．彼らの結果は Neitzel et al. 33)のエネルギー

法による結果や Velten et al. による実験結果 34)と直接比

較されたが，(10) にもとづく線形安定性解析がそれ以外

の結果とは著しく高い Rec を与えることが明らかにされた．

主流が安定であるための十分条件と不安定であるための

十分条件が与える Rec の間に大きなギャップがあることに

ついて，Neitzel et al. 35) は，液柱表面の変形の効果と，

液柱と周囲環境との間の熱放射に加えて，‘亜臨界不安定

性’を原因の一つとして考えているが，この最後の点に

対する解答は弱非線形安定性に関する次節で与えられる 9．

なお，得られた臨界波数 mc =2 は実験結果と一致している． 

式(10)で与えられる固有値問題の解析は，その後相次い

で行われた．Chen, et al. 36) は非一様格子を用いた有限差

分によって主流と線形固有関数を離散化した．線形固有

値問題に関しては，流れは中立安定であると仮定した上

で Newton-Raphson 反復法を適用し，いくつかの m に対

して𝑅𝑒𝑛(𝑚)を求め，𝑅𝑒𝑐 = min𝑚 𝑅𝑒𝑛(𝑚)を決定した．

10−10 ≤ 𝑃𝑟 ≤ 8 の範囲での解析の結果，𝑃𝑟 ≤ 0.057 では

定常モード，それ以上では振動モードが臨界条件を与え

る こ と， ま た， 0.1 ≤ 𝑃𝑟 ≤ 0.8 で は mc=3 で あ り ，

𝑃𝑟 ≤ 0.057と𝑃𝑟 ≥ 0.9 では mc=2 であることが結論された． 

Levenstam, et al. 38) は Wanschura, et al. 43) や Chen, 

et al. 36) による線形解析で詳細な情報が欠けていた中間プ

ラントル数を主な対象とした解析を行い，また，数値シ

ミュレーションを行って，両者の結果を比較した．そこ

では主流と固有関数双方とも，𝛺2𝐷  離散化に有限要素法

を用いている．その結果，0 ≤ 𝑃𝑟 < 0.057では mc=2 の定

常モード，0.057 ≤ 𝑃𝑟 < 0.07 では mc=3 の振動モード，

0.07 ≤ 𝑃𝑟 < 0.183  では mc=2 の振動モード，0.183 ≤

𝑃𝑟 < 0.84 では mc=3 の振動モード，𝑃𝑟 ≥ 0.84 では mc=2

の振動モードが臨界モードであることを見いだした． 

液柱が円柱形状と異なる場合の，体積比（＝液柱の体

積/円柱形状の体積）が臨界条件に及ぼす影響については，

r，z 双方向共にチェビシェフ多項式を用いたChen et al. 58)，

境界適合座標を導入し，=500 の正則化因子𝑓
𝛿
(𝑧) を有限

差分法に適用した Nienhüser and Kuhlmann37)，有限体

積法を用いた Ermakov and Ermakova 39) 等によって解

析されてきたが，この問題については原論文を参照頂きた

い.なお，正則化因子のパラメータとして Chen, et al.58) は

Wanschura et al.43) と同様に = 10 を用いたが，その程度

の では Pr=10 や 50 の場合にはマランゴニ対流の駆動機

構を損ねると Kuhlmann et al.53,37) は指摘している．な

お，Ermakov and Ermakova39) の有限体積法を用いた解

析では，正則化(13)の類いは使われていないが，𝑃𝑟 ≅ 70

という高プラントル数まで臨界条件が求められている． 

その後，HZ の線形安定性に関しては，MEIS による宇

宙実験や地上実験結果を再現すべく高アスペクト比や低

アスペクト比をもつ液柱に対する解析が行われてきたが，

理論値は実験値と比較してかなり高い臨界値を与えるた

め，両者の差を埋めることが当面の課題である．Figures 

8，9，10 には r と z 両方向共にチェビシェフ多項式展開

を行い， =10 の正則化因子𝑓
𝛿
(𝑧)を用いた結果を示す 41)．

得られた臨界条件を𝑃𝑟 ≤ 1に対してプロットしたものが

Fig 8 である．Figure 5 に示したように，𝑟 = 𝛤−1，

z=1/2 近傍において主流の温度場は急峻に変化し，それ

に伴って流線が集中するが，そのような急激な変化は線

Table 3 Linear critical condition of HZ with Pr=1, 

=1 and Gr=Bi=0. (a): (13) is applied both for 

the basic flow and disturbance, (b): (13) is 

applied only for the basic flow. 

Refs. 35 42 43 36 38 41(a) 41(b) 

Rec 2484 1450 2539 2532 2551 2678 2562 

mc 2 1 2 2 2 2 2 

 

 

Fig. 7 𝜣 － component of the linear eigenmode 

𝐑𝐞[𝝓𝜣𝐞
𝒊𝒎𝒄𝜽] on the horizontal mid-plane at 

z=0 along the critical curve in Fig. 8. (a): (Pr, 

mc, Rec)=(0.05, 2, 19937), (b): (0.057, 1, 

11000), (c): (0.07, 3, 5483), (d): (0.1, 2, 

15979), (e): (0.4, 3, 9560), and (f): (1, 2, 

2679). =h/r* =1. (a) and (b): steady mode, 

(c)-(f): oscillatory mode. In (c)-(f), rotating 

waves rotate in anti-clockwise direction. 

9 線形安定であるr <0 の領域で，非線形相互作用によって不安定化することをいう．次節の超臨界分岐と亜臨界分岐に関する脚注

も参照のこと． 
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形固有関数には見受けられない．そこで，主流について

のみ (13) を課した結果が破線である．Figure 8 から

0.0561 ≤ 𝑃𝑟 ≤ 0.0576という極めて狭い範囲で mc=1 の定

常モードが臨界条件を与えることが分かる．Lyubimova 

and Skuridyn59) も，この低プラントル数領域において

mc=2 から 1，3 を経て mc=2 に至る変化を，液柱下面を垂

直加振する問題における加振振幅が 0 の結果として示し

ている．彼らの結果は有限差分法による．なお，臨界曲

線の全体像を Fig. 9 に示すが，Levenstam et al. 38) とで

は，0.6 ≤ 𝑃𝑟 ≤ 0.8において最大で 28%程度の差があるも

のの，それ以外では差は数パーセントから 10%以内に収

まっている． 

浮 力 の 効 果 が 安 定 性 に 及 ぼ す 影 響 に つ い て は

Wanschura et al.44) によって検討されている．まず，

 
 

Fig. 10  Critical frequency of oscillatory modes given 

by (10) for HZ. O(2)－symmetry makes the 

eigenvalue being a complex conjugate pair 

so that the frequency has the form of ±𝜔𝑐. 

 
 

Fig. 8 Linear critical condition for HZ and weakly nonlinear characteristics of the critical modes.41) Solid line: 

regularization (13) is adopted both on the basic flow and the disturbance, dashed lone: (13) is adopted 

only on the basic flow. Results of Wanshura et al. 43), Chen et al. 36) and Levenstam et al.38) are shown for 

comparison. The weakly nonlinear characteristics along the concrete curve are summarized at the bottom 

of the figure whereas those along the dashed curve are at the top of the figure. ‘SS’ denotes stable steady 

state, ‘RW’ denotes stable rotating waves, ‘SW’ denotes stable standing waves, and ‘U’ indicates all the 

bifurcating solution branches being unstable. 

 
 

Fig. 9  Critical Reynolds number given by the linear 

eigenvalue problem (10) for HZ. 
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Re=0 の状況を想定すると，Gr>Grc (>0) でレイリー・ベ

ナール対流（軸対称ロール解）がピッチフォーク分岐に

よって生じる．ピッチフォーク分岐のノーマルフォーム

�̇� = 𝜎𝑥 − 𝑥3は構造不安定であり，微小定数項𝜖を摂動項

（不完全性）として付加した�̇� = 𝜖 + 𝜎𝑥 − 𝑥3は，𝜖 >  0の

場合には Fig. 11 の実線と破線のような分岐特性を示す．

さて，レイノルズ数 Re が非 0 の正の値を持つ場合には，

液柱表面では下降流がマランゴニ効果によって駆動され

る．このため，軸対称ロール解の分岐は不完全であり，

Fig. 11 と同様の分岐図が得られ，また Re<0 の場合には

この図が上下反転した形が得られる．さて，臨界レイノ

ルズ数に対する浮力の影響については，Pr=0.02 の場合，

不安定成層は不安定化効果を，また，安定成層は安定化

効果を及ぼし，mc=2 である．これに対して，Pr=4 の場合

には，臨界レイノルズ数 Rec の最小値が Gr=90±5 に存在

するため，Gr=0 において Rec は正の勾配を有する．すな

わち，不安定成層は安定化効果を及ぼす．ただし，十分

に大きな |Gr| に対しては浮力は安定化に働くこと，また，

mc=2 であることが報告されている． 

液柱表面𝑟 = 𝛤−1での周囲流体への熱損失の影響につい

ては，例えば Chen et al. 36) によると，Pr=1 の場合，ビ

オ数 Bi の増加に伴って臨界レイノルズ数 Rec は増加する，

すなわち，安定化効果を及ぼすことが結論される． 

(２) フルゾーンモデル 

FZ の安定性については，今世紀に研究が集中しており，

まだシステマティックな解析が行われたとは言いがたい．

フローティングゾーン法におけるリングヒータ加熱によ

る熱的な境界条件の設定には，様々なバリエーションが

あり得るが，簡単のために第 2 種境界条件，すなわち，

熱流束を液柱表面𝑟 = 𝛤−1上で与えるのが一般的である．

HZ とは対照的に，FZ の場合には離散化のために関数展

開がもっぱら使われているが，その際に，正則化因子の

重要性が再度浮き彫りにされた．Kasperski et al. 51) や

Chénier et al. 54) は液柱側面からの加熱として𝑞(𝑧) =

(1 − (2𝑧)2)2 という形の熱流束分布を仮定した．また，正

則化(13)の因子として𝐶∞ −級である𝑓𝑛(𝑧) = [1 − (2𝑧)2𝑛]2

を用いて，チェビシェフ多項式展開を適用した．その際

に，文献 51) では n=1，また文献 54) では1 ≤ 𝑛 ≤ 10  の範

囲では定性的な結果に大きな影響がないことを確認した

上で，n=1 をほとんどの解析において採用し，分岐ダイア

グラムの作成に際しては n=10 を用いている 10．=2，

Pr=0.01 にパラメータを固定した上で，浮力の効果と表面

張力の効果を考慮に入れた解析を軸対称性の仮定の下に

行った 11．レイリー数 Ra を分岐パラメータとして

𝑀𝑎 ∈ [0, 600] に対して主流を求めたが，その解分枝は鞍

点・結節点分岐点を 2 つ含んでいる 12．その結果，2 種類

のホップ分岐が鞍点・結節点分岐点以外から生じること

が結論された 13． 

熱流束 q(z) の代わりに液柱表面温度を第 1 種境界条件

として採用することによって，Davis and Smith60) は数

値シミュレーションを行った．非軸対称攪乱の消長を有

限要素法によって調べた結果，=2，Pr=0.02 では，最初

に臨界を与えるのは mc=2 であること，また，Re>Rec での

長時間にわたるシミュレーションによって m=1 モードが

台頭することを明らかにした．このようなモード間相互

作用についての解析は次節で解説する弱非線形解析の典

型的な課題であるが，それはまだ行われていない． 

Huang et al. 47) は FZ に鉛直方向に一様磁場を作用さ

せた状況下での線形安定性を解析した．そこでは熱流束

が𝑞(𝑧) ∝ 1 − (2𝑧)2 と仮定され，また，正則化因子として

は Table 2 (b) の関数が採用されている．ここで，はチ

ューニングするためのパラメータである．溶融金属に代

表される低プラントル数流体 Pr=0.001 と 0.02 を対象に，

ハルトマン数が O(100) まで増加すると，磁場が強い安定

化効果を及ぼし，臨界レイノルズ数は 102 のオーダー増

10  Chénier et al.54) によると，n を 1 から 10 まで 変化させると，臨界レイリー数は最大で 25% 程度の影響を受ける． 
11  FZ は本来O(2)⊕ Z2を有しているが，浮力の効果を取り込むと Z2対称性は破れる． 
12 0 = 𝜎 − 𝑥2に代表される分岐構造を鞍点・結節点分岐と呼ぶ． 
13 定常解からの周期解の分岐はホップ分岐と呼ばれる． 

 

 
 

Fig. 11 Imperfect bifurcation described by �̇� = 𝜖 +
                  𝜎𝑥 − 𝑥3 for ϵ > 0.Dotted line  : 𝜖 = 0, solid       

line: stable, dashed line: unstable. 

 
 

Fig. 12  Linear critical conditions for FZ reproduced   

from Bouizi et al. 50). Solid line and (o): 

oscillatory mode, dashed line and (s): steady 

mode. 
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加することが明らかになった．Walker et al. 48) は空間的

に一様な横磁場が一定の角速度で回転する場合を考え，

磁場が安定性に及ぼす効果について調べている．

Pr=0.001，0.02，0.04 の流体について線形解析が行われ

た結果，磁気テイラー数の増加に従って，Rec は最初減少

するものの，その後増加すること，また，臨界波数は 2

から 1 に変化することが示された． 

液柱の上下端面をその軸のまわりに異なる速度で回転

させることの影響については Kahouadji et al. 45) による

解析がある．Pr=0.02 の場合，上下面の回転角速度がどの

ような比であろうとも，弱い回転が大きな不安定化効果

を及ぼすことが明らかにされた． 
 

2.2.1.4 弱非線形安定性 – 定常解への分岐とホッ

プ分岐 

線形段階では，攪乱振幅が無限小という状況を仮定し

たが，ここでは，攪乱振幅は小さいものの，攪乱間の相

互作用は無視できない程度に有限であると仮定する弱非

線形段階に焦点を当てる．定常，もしくは周期攪乱に対

して主流が安定性を喪失する臨界点において，攪乱の解

分枝が主流解から分岐する．円柱形状のままで無変形の

液柱を対象にしているため，定常軸対称主流は周方向の

任意の回転と，中心軸を含む任意の鉛直面に関する鏡映

に対して不変である．そのような O(2) 対称性のもとで

非線形攪乱の振幅の時間発展を記述する方程式（振幅方程

式）を導出することによって，分岐解の安定性（弱非線

形安定性）を議論しよう．現在までのところ，弱非線形解析

は HZ に対してのみ行われており，FZ に対する解析は今

後に残された課題である． 

(１) 定常解への分岐 

まず，𝑅𝑒 ↓ 𝑅𝑒𝑐のとき，線形固有値 が複素平面の実

軸上を左に移動して原点で虚軸と交差する場合を考える．

このとき，攪乱を 

            �̂�(𝒓, 𝑡) = 𝜁(𝑡)𝜙(𝒓)e𝑖𝑚𝜃 + 𝑐. 𝑐. +h. o. t. (15) 

の形に仮定しよう．ここに c.c.は直前の項の複素共役を，

また，h.o.t.は高次の非線形項を意味する．O(2) 対称性の

下では攪乱振幅 𝜁(𝑡)(∈ ℂ) に対する方程式は，実不変多

項 式 𝑝 = 𝑝(|𝜁|2)  を 用 い て 一 般 性 を 欠 く こ と な く
𝑑

𝑑𝑡
𝜁 = 𝜁 ∙ 𝑝(|𝜁|2) のように表すことができる．14 p を原点

周りで展開して 2 次で打ち切ると，いわゆる Stuart－

Landau 方程式 
 

𝑑

𝑑𝑡
𝜁 = 𝜁(𝜎 + 𝜆|𝜁|2),   𝜎, 𝜆 ∈ ℝ              (16) 

を得る．非線形項の係数を非線形攪乱方程式(8)と境界条

件から導出するための弱非線形摂動展開については，紙

面の都合上省略する． 15 (16) 式の非自明定常解

|𝜁|2 =  −𝜎/𝜆 は < 0 のときに存在する．Figure 13 に

示すように， < 0 のときは  < 0 で自明解（主流）が

安定， > 0 で非自明解が安定である．また， > 0 のと

きは < 0 で自明解が安定，非自明解は不安定であり， 

> 0 で自明解が不安定である．16 

液柱マランゴニ対流では Pr < 0.057 という低プラント

ル数において定常解が分岐するが，Pr = 0.02 では分岐が

超臨界であることが Leypoldt et al. 62)によって報告され

た．そこでは，(16)に含まれるの値が Pr = 0.02 に対す

る数値シミュレーション結果のフィッティングから決定

されたが，17 数値シミュレーションにもとづく の値を

例えば Pr のようなパラメータを連続的に変化させて評価

することは容易ではない．また，シミュレーションに用

いる初期条件を工夫して，調べたいモードの平衡状態を

求める必要がある．古典的な意味での弱非線形解析は，

最近になって Fujimura41) によって行われた．そこでは，

 |𝜁| ≪ 1 を微小量と見なして，振幅方程式が(16)の形をと

ることを最初に仮定した上で，そこに含まれる係数を決

定する，振幅展開と呼ばれる摂動展開法が用いられた．

その結果，0.01 ≤ 𝑃𝑟 ≤ 0.0578 での m = 2 モードに対し

ては  < 0 が得られ，定常解の分岐は超臨界であること

が結論された． 

(２) ホップ分岐 

つぎに周期解に対して主流が不安定になる場合，すな

わち，𝑅𝑒 ↓ 𝑅𝑒𝑐のとき，複素共役対の固有値が複素平面

の虚軸を右から横切る状況を考えよう．攪乱�̂�を   

�̂�(𝒙, 𝑡) = ζ1(𝑡)𝜙1(𝒓)𝑒
i(−𝑚𝜃+𝜔𝑡) +  𝑐. 𝑐. 

+ζ2(𝑡)𝜙2(𝒓)𝑒
i(𝑚𝜃+𝜔𝑡) +  𝑐. 𝑐. +h. o. t.    (17) 

 
 

Fig. 13  Bifurcation diagram of steady solution to 

(16). (a): supercritical bifurcation( < 0), 

(b): subcritical bifurcation ( > 0). Solid 

line: stable, dashed line: unstable. Note 

that the linear growth rates  is related 

with the supercriticality parameter by 

𝜎 ∝
𝑅𝑒−𝑅𝑒𝑐

𝑅𝑒𝑐
 . 

14以下では，煩雑になることを避けるため，不変多項式のパラメータ依存性は明記しない． 
15 弱非線形摂動展開については例えば 61)，液柱マランゴニ対流への応用については 41) を参照されたい． 
16  > 0 の領域への非自明解の分岐を超臨界,  < 0 の領域への分岐を亜臨界という． 
17 の Re 依存性は線形解析から求めることができる．一方，非線形項の係数は，定常攪乱の平衡振幅をいくつかの Re に対して数

値シミュレーションによって求め，そこから決定することができる． 
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の形に仮定する．O(2) 対称性のもとでは，振幅ζ1, ζ2の時

間発展は 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜁1
𝜁2
) = (�̂� + i�̂�) (

𝜁1
𝜁2
) + (�̂� + i�̂�)(|𝜁2|

2 − |𝜁1|
2) (

𝜁1
−𝜁2

) 

によって記述されることが，同変分岐理論により結論さ

れる 63)．ここで，�̂�, �̂�, �̂�, �̂�は|𝜁1|
2 + |𝜁2|

2, (|𝜁2|
2 − |𝜁1|

2)2の

実多項式である．これらの多項式を原点周りで展開して 2

次で打ち切ると， 

𝜁1̇ = 𝜁1(σ + λ1|𝜁1|
2 + λ2|𝜁2|

2), 

𝜁2̇ = 𝜁2(σ + λ2|𝜁1|
2 + λ1|𝜁2|

2)       (18) 

を得る．ただし，σ, λ1, λ2 ∈ ℂである． 

 さて，ホップ分岐による分岐解の安定性は1 と2 の実部

𝜆1
𝑟 , 𝜆2

𝑟の符号との実部r の符号によって Fig. 14 のよう

に分類される．その結果，回転波（RW, |ζ1| ≠ 0, 𝜁2 = 0も

しくは𝜁1 = 0, |ζ2| ≠ 0）と定在波（SW, |ζ1| = |ζ2| ≠ 0）の

いずれか一方が安定である場合には，他方は不安定であ

ること，また，亜臨界分岐解はつねに不安定であること

が分かる． 

回転波と定在波の選択性については，無限に広がった

水平流体層に一定の温度勾配を課したマランゴニ対流に

対する弱非線形解析が Smith64) によって実行された．そ

こでは，(18)が導出されたのみならず，空間変調の効果を

取り込んだ側帯波不安定についての解析も行われた．液

柱マランゴニ対流の場合には，m は整数値しかとれないた

め，側帯波の波数 m と mc の差は有限であり，本来の側帯波

不安定は存在しない．さて，定常モードへの分岐の場合と同

様に，数値シミュレーション結果から1，2 の値を𝑃𝑟 ≥ 1.5 

に対して推定した結果，Leypoldt et al. 65) は 𝑃𝑟 < 7.8 ±

0.1では回転波が安定，それ以上では定在波が安定である

ことを報告した．これに対し，Fujimura41) による振幅展

開を用いた弱非線形解析の結果は，1 ≤ 𝑃𝑟 < 6.6 で回転

波が，それ以上では定在波が安定であることを示してい

る．Figure 8 には，𝑃𝑟 ≤ 1 における線形臨界曲線と，弱

非線形結果が予測する安定なモードが要約されている．

図に示した弱非線形特性と，Levenstam et al.38)の数値シ

ミュレーション結果は食い違っていて，彼らは，

0.07 ≤ 𝑃𝑟 < 0.84では定在波が，𝑃𝑟 ≥ 0.84 では回転波が

選択されると結論している.なお，0.18 ≤ 𝑃𝑟 < 0.8 の範囲

では mc = 3 であるが，第 2 番目の中立モードは m = 4 に

よって与えられる．Levenstam et al.は，m = 4 が与える

中立レイノルズ数 Ren を超えたレイノルズ数でシミュレ

ーションを行うと，つねに m = 4 の定在波が安定に得ら

れると報告している．臨界モードではない m = 4 のモー

ドが卓越する機構は，m = 3 モードとの非線形相互作用を

解析することによって初めて明らかになる． 

Yazawa66) は低アスペクト比液柱を用いた HZ の地上実

験を行い，主流から回転波が超臨界分岐することを明ら

かにすると共に，ある条件下で分数調波が観察されるこ

とを報告している．しかし，実験に用いられた高プラン

トル数流体に対する弱非線形解析は原理的には可能であ

るものの数値解析的に困難を極めるため，実験結果を理

論的に説明するためには，今後の数値解析手法の大きな

進展を待たなければならない. 

Shevtsova et al.67) は浮力の効果が表面張力効果と共存

する HZ を数値シミュレーションによって取り扱った．

その結果，m = 0 の hydrothermal wave と m = 1 の

hydrothermal wave 対との間での相互作用が観察された．

流れ場は時間に対して周期性を持つが，1 周期の一部では

ある周方向に，残りの時間は逆方向に回転する構造が得

られている． 

また，前節で紹介したように，FZ では，m = 2 モード

と m = 1 モード間の 2:1 共鳴と思われるダイナミックス

が数値シミュレーションによって得られた．60) 

弱非線形解析は，臨界モードのパターン選択機構を記

述するのみならず，上で簡単に紹介した実験や数値シミ

ュレーションにおいて観察された複数モード間相互作用

を，理論的に説明するために極めて有用である．18  しか

し，弱非線形解析の展開基盤はあくまで線形臨界状態で

あり，肝心の高精度な線形解析がまだ開発途上にあるた

め，弱非線形解析はその先の課題として取り残されてい

る感が強い． 

2.2.1.5 まとめ 

ハーフゾーンモデル（HZ）とフルゾーンモデル（FZ）

の安定性を，線形および弱非線形解析と，それらに不可

欠な数値解析に焦点を当てて概観した．HZ は比較的実験

が容易であるが，FZ は加熱自体が非常にデリケートであ

18 たとえ弱非線形理論の適用範囲を大きく外れていたとしても，振幅方程式によって定性的に説明できる現象も多く存在する． 

 

 
 

Fig. 14 Stability diagram for Hopf bifurcation  

described by (18) in the presence of O(2) – 

symmetry. SW: standing waves, RW: 

rotating waves. 
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り，実験で達成された境界条件を特定することは難しい．

安定性の解析の上でも，HZ はモデルを決めれば境界条件

が一意に定まるが，FZ は液柱側面の熱的境界条件に自由

度があるため，HZ よりも任意性が多い．HZ の解析では，

近年は関数展開が使われなくなっているが，FZ に関して

は，r, z 両方向にチェビシェフ多項式展開を用い，切断長

 の極めて小さな正則化因子を併用した解析が主流にな

っている．有限差分法や有限要素法などの場合は，意図

しないままに正則化が自動的に取り込まれているため，

どのような正則化を課すのかを明示的に制御できる関数

展開の方が好ましいとも考えられる．弱非線形解析の観

点からは，関数展開に正則化を併用した解法が扱いやす

いが，正則化を数学的に正当化することはできないため，

例えば接合漸近展開を数値解析と併用するなどのブレー

クスルーの出現が望まれる． 

FZ はフローティングゾーン法を直接モデル化したもので

あるため，液柱の安定化（制御）に関してもいくつかの試

みが安定性解析の枠組みで行われつつある．ただ，FZ に

関する弱非線形解析はまったく手つかずの状態である． 
 

2.2.2 低 Pr 液柱の数値解析 
 

2.2.2.1. はじめに 
 

低 Pr 流体の HZ 液柱内でのマランゴニ対流の数値解析

は Chang and Wilcox 68,69) による 2 次元軸対称定常流の

解析（Pr = 0.023, 0.3, 2）に始まる．彼らは，上下の伝熱

面間の温度差が大き場合の解が極めて複雑な流れとなる

ことから，実際には振動流が発生するであろうと推測し

た．この数値解析および，自然対流が消滅するはずの，

微小重力下の半導体結晶の FZ 法による結晶育成時にもミ

クロ成長縞が発生するという実験結果は大きなインパク

トを与え，表面張力対流の不安定化現象に関する研究の

増加のきっかけとなった．Rupp et al. 70) は液柱内の流れ

を 3 次元非定常解析（Pr = 0.007～500）し，Pr << 1 の 低

Pr 流体のマランゴニ対流は温度差の増大とともに，軸対

称定常流から 3 次元定常流（非振動流）へ，さらに大き

な温度差で振動流へと 2 段階で振動流へと遷移すること，

Pr が大きい場合には軸対称非振動流から振動流へと 1 段

階遷移が生じること，を示した．1990 年代後半から液柱

内の軸対称定常マランゴニ対流の安定限界と不安定化後

の 3 次元流のパターンや振動周波数等に関する研究が急

速に展開された．そのうちの線形安定解析については既

に前節で説明した．線形解析は，流れの遷移の臨界条件

におけるパターンや振動数に情報は得られるが，臨界温

度差以上での挙動を調べるには非線形数値解析に頼らざ

るを得ない．Levenstam et al. 71) は Pr = 0.01，アスペク

ト比 1.0 の液柱のマランゴニ対流の 2 つの遷移について

の数値解析を行い，第 1，第 2 いずれの遷移においても波

数 2 のパターンが発生し，第 2 遷移後の振動は m = 2 のパ

ターンの中心の低温流が中心軸（Z 軸）を横切る直線往復

運動をする形の振動流（後述の（2+1）タイプの振動）であ

ることを示した．その後いくつかの数値解析結果 38,62,72-74) 

が報告されているが，いずれももっとも簡単な液柱モデ

ル（上下の円板状の伝熱板に挟まれた真円柱状の液柱，

伝熱板の温度はそれぞれ一定）を用いており，Rec1 に関す

る線形安定論の結果の確認と，Rec2 の値，振動モード，振

動周波数等の詳細を知ることに重点が置かれた． 

一方，低 Pr 流体は高温で反応性の高い溶融金属か溶融

半導体であるため，不透明なための可視化の困難さ，計

測が困難で，消費電力が大きく，遠隔操作が困難で，難

酸化膜の発生による界面の汚染に対処するために頻繁か

つ長時間のクルータイムを必要とするなど，ISS 上で低

Pr 液柱の実験をすることは不可能と判断された．そのた

め，低 Pr 流体の液柱内の軸対称マランゴニ対流の不安定

化によって発生する 3 次元派生流の研究は地上実験で実

施されることとなった．このプロジェクトにおいては，

比較的低融点である溶融錫を用いることとなったが，溶

融錫は不透明で内部の流れの状態を観察することが不可

能であるため，その代替手段としての数値解析が必要不

可欠と判断された．また，地上実験でこれまで誰も検出

した経験の無い，低 Pr 液柱内の軸対称定常流から 3 次元

非振動流および振動流への遷移の臨界レイノルズ数 Rec1, 

Rec2 を決める実験装置の設計，特に温度検出システムの設

計・改良のために必要な，熱電対起電力のレベル，流れ

の変化によって発生する温度変化の大きさ，振動振幅や

周波数などの基礎データを提供するという役割も担った．

多数の位置での温度の経時変化を計算することで，温度

計測システムのゲイン，熱電対信号に対するハイパス・

ローパスフィルターの設計・改良等に有効利用された．

さらに，測定された温度信号と比較することで，液柱内

の流れがどのような状態にあったのかを推定する比較基

準としても利用できる．本節では，溶融錫液柱を中心に，

低 Pr 液柱内マランゴニ対流の不安定化にかかわる数値解

析結果の概要を解説する． 

2.2.2.2. モデルと数値解析結果 

シミュレーションは，モデル 1（2.2.2.1 で説明した，真

円筒形状の HZ の上下をそれぞれ一定温度の伝熱円板で

挟んだモデル）を用い，溶融錫（Pr=0.009）液柱の広範

なアスペクト比にわたって Rec1, Rec2, 周方向波数，振動数，

振動モード等を明らかにし，Stability map を描くことを

目的とする数値解析と，実験装置により近付けた，モデ

ル 2（液柱上下に鉄製のロッドを設け，ロッドの上下端の

温度を規定する）を用いて，実測の温度情報と液柱内の

流動現象との関連を明らかにし，正確な臨界条件決定に

資することを目的とする数値解析，とに区分される． 

これら数理モデルは，基本的には 2.2.2.1 で示したと同様

であるが，無次元化にあたって液柱半径を使用する． 

モデル 1：Figure 15 の形状の液柱に対して，最初一定温

度 Tm で静止状態にある液柱の上端，下端の伝熱面温度を

=0 において Th,Tc に瞬間的に変え，以後その温度に保っ
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て液柱内のマランゴニ対流を計算する．無次元表示した

基礎式，初期条件，境界条件は以下に示す．ここで用い

る 無 次 元 変 数 ， 無 次 元 パ ラ メ ー タ の 定 義 は ，

{R,Z}={r/a,z/a}, P=pa2/, U=ua/, =(T-Tm)/T，T=(Th-Tc),  
 

Tm=(Th+Tc)/2, =t/a2, Pr=n/a, Re=TTa/である．
 

基礎式は 

 

初期条件，境界条件は下記の通りである． 

=0 で：    U=0, =0.   

Z=0, Z=As で： 

 
 

 

R=1 で： 

 

 

計算法：円筒座標系の上記の偏微分方程式を不等間隔格

子上で差分化し，非線形連立代数方程式を得た．なお，

対流項には 3 次精度の up-wind 法，中心軸上の半径方向

速度には Ozoe and Toh75) の方法を使用した．SIMPLEC

を 用 い た 圧 力 補 正 を 行 っ た ． Bi-CGSTAB 法 と

Preconditioner を利用した完全陰解法型のプログラムコー

ドを開発し，九州大学計算機センターのベクトル計算機上で

計算した．使用した格子点数（NR,N,Nz）はアスペクト比

によって(38, 63, 34) ～（26, 43, 36）を使用した 76)． 

計算にあたって指定するパラメータは Pr, As, Re である．

まず，Pr = 0，0.01，0.02 について As = 0.6 ～2.2 の範

囲で Rec1および Rec2を決定した 72-74,76)． 

Pr = 0 の液柱についての非定常数値解析結果の一例を

Fig. 16 に示す 76)．図には液柱表面中央断面（Z = 0.5As） 

上の複数の位置での Uz ，U 及び Uの最大値の時間変化

を示した．この Re の場合，0.07 で表面上に周方向速

度成分 Uが発生しその最大値は時間とともに指数関数的

expに増加し，で一定値に収束し，Fig. 17 に

示す周方向波数 m の次元定常流が完成する．Re を変

えて同様な計算を実施し，Uの最大値の成長係数を Re

に対してプロットし，= 0 となる Re が 3 次元定常流遷移

の臨界レイノルズ数 Rec1 となる．このような方法で各ア

スペクト比における第 1 臨界条件{Rec1, mc1}が決定できる． 

さらに大きな Re を用いた数値解析を行うと，振動流を

得る．Figure 18 は As = 1.4，Re = 5840 での計算結果 76) 

である．この場合，時間経過とともに軸対称流が不安定

化し，3 次元非振動流へと遷移するが，3 次元非振動流が

十分成長する以前に振動流が発生し，0.17 < < 0.7 の範囲

 

Fig.16  Time evolution of a 3-D stationary flow in a 

HZ liquid bridge of Pr=0, As=0.6 at Re=5000 76). 

 

 

Fig. 17  3-D stationary flow of m=3 in a HZ of 

Pr=0, As=0.6, Re=5000. a)  component of 

vorticity on a horizontal cut at Z=0.57. b) 

Vectors on a vertical cut /6-7/6 76). 

 

 

 
 

Fig. 15 Model 1 of a HZ liquid bridge of molten tin. 
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Fig. 18 Time evolution of a 3-D oscillatory flow in a HZ liquid bridge of Pr = 0, As = 1.4 at Re = 585076). 

では中心軸上の UR の振動振幅は指数関数的に増加する．

Rec1決定と同様な方法で振動流への遷移に対応する第 2 臨

界レイノルズ数 Rec2 を決定する．また，振動数について

も同様な手法で臨界角振動数c1=2fa2/を決定できる．

この期間の振動流は周方向波数 m = 2 で，（2+1）タイプの

振動を示している．この振動は Levenstam et al. 71) の報

告と同じタイプで，特徴は m = 2 の 3 次元定常流の中心部

が Z 軸を横切って半径方向に振子のように往復運動する

ことである（Fig. 19）．さらに 0.7 < では中心軸上の UR

の振幅は減衰し 1 < では軸を横切る流れはほぼ消滅し，

Z 軸の周りのねじれ振動（2T）タイプの振動（Fig. 20） 

へと遷移する． 

Pr = 0, 0.01, 0.02 についての第 1 および第 2 臨界レイノ

ルズ数と周方向波数および振動のタイプを纏めて Fig. 21

 

 

Fig. 19  Snapshots of velocity distributions on 

Z=0.7 of a HZ liquid bridge of Pr=0, 

As=1.4 at Re=5840, during a half period 

of (2+1) oscillations in Fig. 18 at 0.55 76). 

 
 

Fig. 20  Snapshots of velocity distributions on 

Z=0.7 of a HZ liquid bridge of Pr=0, As=1.4 

at Re=5840, during a half period of (2T) 

oscillations in Fig.18 at 0.776). 
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Fig. 22  Configuration of Model 2 

に示した 76)．この程度の Pr 範囲では，As = 1.2 の近傍を

除き，臨界レイノルズ数の Pr による変化は小さく，アス

ペクト比依存性の方が顕著である．（ただし，マランゴニ

数（Ma=RePr）で整理すると，Mac∝Pr となる．）Rec の

値が Pr に依存せずほぼ一定となることは，これらの遷移

が hydrodynamic な不安定化機構によって生じることを示

唆している．なお，本数値解析で得られた Rec1 の値は，

線形安定解析の結果，あるいは 2 次元定常流れを初期条

件とした非線形数値解析の結果に比して，5～9％大きい．

その原因は，我々の数値解析は，初期条件として静止状

態を仮定しており，他の数値解析や線形安定解析の初期

条件（軸対称定常流場）と異なるためと思われる．つま

り，解析最初の軸対称非振動流や 3 次元定常流が十分発

達する前に遷移を起こす状況下での成長係数を基に臨界

条件を定めているため，他の研究例よりも大きな Rec1 が

得られたと考えられる． 

モデル 2：Figure 22 に示すように，液柱の上下に鉄の

サポートロッドを設置し，最初ロッドおよび液柱はすべ

て温度 T0 で一様であり，t ＝ 0 以降，加熱ロッドの上端，

下端の温度を一定 77) あるいは時間の関数 78-81) として与

えた場合についてシミュレーションし，実験において計

測される温度データから，真の臨界条件を決定するため

の基礎データを取得することを目的とする．そのため，

液柱-サポートロッド界面から= 0.5mm ロッド内に設置

された熱電対位置における温度，液柱‐ロッド界面上の

複数位置における温度などを計算する．基礎方程式はモ

デル 1 の基礎式に上下のロッド内の非定常伝導伝熱の式

を加え，境界条件には，上下の液柱‐ロッド界面で熱フ

ラックスの連続の式を加える． 

以下に As = 1.22，a = 3.0 mm， Asr = 2 の錫液柱のサポ

ートロッド両端に Fig. 23 の温度を課した場合の結果 79) 

を示す．液柱内の有効温度差Teを次式で定義し，各時間

におけるマランゴニ数を Ma=TTe a/で算出する． 

 
2 2

0 0
( , , ) ( , ,0) /2eT T a L ad T a ad

 

       
 

表面上の周方向速度 Uは最初零であるが，t ＝ 303.5s 以

降零から偏倚し，第 1 臨界を超えたことを示している．

Figure 24 中の×で示した時点での臨界マランゴニ数は

 

Fig. 23  Ramped temperatures imposed on both 

ends of the supporting rods and the 

temperatures at the thermocouple 

positions79). 

 
 

Fig.21 Stability map of Marangoni flow in HZ liquid 

bridges of low Pr fluids: Pr=0, 0.01 and 

0.0276). Numerals beside each key represents 

m and oscillation mode. Dotted lines are for 

Pr=0. 

Pr=0: (○●Rec1, ◑Rec2)
76) (■Rec1, ◨Rec2)

62) (▲Rec1, ◮Rec2)
38)  

Pr=0.01: (▼Rec1,◭Rec2)
 76) (◈Rec1, ◎Rec2)

 62) 

Pr=0.02: (◆Rec1,◁▶Rec2)
 76) (▣Rec1,  Rec2 ) 

38) 
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Mac1 = 15.68 となる．Chen et al. 36)の Pr = 0.02 に対する

線形解析結果の近似式表現式（Rec=2160As-1.26）から得ら

れる値 Mac=PrRec =15.13 にきわめて近い．しかし表面温

度の変化で検出するには，0.005K の感度の温度計測機を

もってしても 10 ％程度の誤差が発生する． 

さらに時間が経過し温度差が大きくなると、十分発達

した 3 次元定常流（Fig.25）の状態を経て，第 2 臨界条

件に達する．この時期の中心軸上の Ur の最大値および表

面温度の変化を Fig.26 に示した．最も敏感な指標である

Urが振動を開始するのは t = 1655.2s で Mac2 ＝ 81.7，この

時点での振動は（2+1）タイプで f = 0.54Hz となる．しか

し，表面温度の振動ははるかに遅れて発生し，その時点

では Ma は 90.6，f = 0.565Hz となる． 

シミュレーションの全期間での表面温度の変化を示す

Fig. 27 から，軸対称流から 3 次元非振動流，さらに 3 次

元非振動流から振動流へと遷移するのみならず，振動の

タイプも温度差の上昇とともに変化することが分かる．

振動開始時は（2+1）タイプであった振動が t = 2070 から

2T タイプの振動も加わり，2120s 以降 2T+1 タイプの振

動となり，振動数は 0.65～0.77 Hz の（2+1）タイプ振動

の周波数が，0.039～0.052 Hz の 2T タイプの振動数で変

調されている．t = 2350s 以降 +1 タイプの振動は急速に

弱まり，2T タイプの振動が優勢になり，さらに t = 2500s 以

降の大きな温度差の下では，2T タイプの振動場全体が極

めて低速で反時計回りに回転する 2T-R タイプへと変化す

る．この回転による周波数は 0.0026 Hz 程度である． 

このシミュレーションは，温度差が時間的に変化する

液柱の場合には，どの量を，どれだけ高感度で計測でき

るかで，臨界マランゴニ数が大きく変化することを示唆

している．また，昇温速度を 6 倍にすると，Rec1 の値は

33％，Rec2の値は約 3％大きくなることも示された 79)．こ

のことから，温度計測の感度は可能な限り高感度，高精

度にすることが必須であり，また昇温速度は可能な限り

遅く設定することが必要なことを示唆している． 

さらに，温度差Tを時間とともに増加させるシミュレ

ーションにおいて3次元定常流へと遷移した後，振動流へ

遷移するまでの間に，波数の異なる3次元定常流へと遷移

する例が見られた80,81）．Figure 28 に As = 0.8 の液柱の

例を示す． T = 560sでm = 2 の3次元定常流（Fig. 29-a）

へと遷移する（Te = 1.80K, Mac1 = 24.71）．軸対称流から3

次元定常流への遷移に伴う表面温度の周方向の変化は，

表面速度の変化より若干遅れて発生し，その値は極めて小さ

い．さらに時間が経過しt = 1180 s からゆっくりと速度・

 

 

Fig. 25 Velocity and temperature distributions on 

the mid plane (z=0.5As) of a 3D stationary 

flow of m=2 at t=340s79). 

 
Fig. 24 Time evolutions of local velocity and temperature on the surface (z=0.5L) during the first flow transition 

period79). 
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温度の分布形状変化が始まり，1460秒頃にはFig. 29-b に

示すm＝2と3の混成パターンを持つ3次元定常流への遷移

が完成する．この第2の定常流－定常流間遷移に伴う周方

向の温度差は，Mac1 における値の10倍以上の大きな値を

示す．この例での振動流発生時刻は t = 1640 s，Te = 

5.16K, Mac2 = 70.84であるが，Fig. 28 に示した時間範囲内

では表面流速・温度の振動は検知できない． 

このような定常流‐定常流間遷移は従来まったく知ら

れていなかった現象である．このシミュレーションから，

実験においては，極めて高感度な温度計測システムが必

要であることはもちろん，Mac1における微細な温度変化

を見逃さず，また，定常流‐定常間遷移に伴う大きな温

度変化に惑わされぬよう，十分な注意が必要であること

が分かる． 

地上実験の場合，浮力の影響が加わり，さらに液柱形

状は下膨れになる．これらの影響に関する数値解析につ

いては文献 81-83) に詳しい記述がある． 

また，振動流の変動成分の構造を Proper-orthogonal 

decomposition で解析したが，時空間構造は複雑で，再構

築には多数のモードの繰込みが必要であった 84)． 
 

2.2.3 S パラメータ 
 

液柱における振動流開始点については，高プラントル

数液体（Pr ≳ 10）を中心として多くの実験データが存在

するが，データは互いに相反するなど統一的な傾向を示

していない．これは浮力，液柱形状や液柱表面からの熱

損失など副次的な効果が影響していると考えられる． 

この理由から Masud et al. 85) はこれらの効果が振動流

遷移に与える影響について実験的に注意深く検証を行っ

た． これらの効果が最低限に抑えられたデータおよび当

時入手可能だった微小重力環境で取得されたデータは，

マランゴニ数（Ma）だけでは振動流開始点を表すことが

出来ず，特に臨界マランゴニ数（Mac）は液柱のサイズの

増加に伴って 増加することを示していた．そして，振動 

 

 

Fig. 27 Time evolution of surface temperatures at 

z=0.5L78). 

 

 

Fig. 26 Time evolution of radial velocity Ur on the z axis and surface temperature at z=0.5L during the second flow 

transition period79). 
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Fig. 29 Two different 3 dimensional stationary flow 

modes observed between Mac1 and Mac2 in the 

simulation of Fig. 28. a: at Ma=44.90, m=2 at. b: at 

Ma=60.03, m=2+3 80). 

 

 

流遷移条件を規定するには追加のパラメータが必要であ

ると結論づけた． 

更に最近の宇宙実験（MEIS-1, MEIS-2）の結果から，

過去の微小重力環境での実験は“定常”の条件を満たし

ていないことが示され，臨界マランゴニ数（Mac）が液柱

の大きさに依存するかは未解決のままである． 

しかしながら，Kamotani et al.86,87) は，円筒容器内に

発生する振動流マランゴニ対流の実験をスペースシャト

ルでの微小重力を用いて行っている（この実験は STDCE 

(Surface Tension Driven Convection Experiment)と呼ば

れている）. 円筒の皿を用いるメリットの一つは，液柱に

比較すると如何なるサイズにおいても 1G（地上）と微小

重力とで同じ大きさの実験系を用いられることである

（もっとも，1G ではサイズの増加に伴って，浮力の効果

が大きくなるが）．従って，容器サイズの効果を広い範囲

で容易に調べることが可能である．流れの安定性につい

て，微小重力実験を含む全てのケースについて注意深く

実験が行われた．その結果，皿の直径が 1.1 cm では地上

及び微小重力実験で Mac は同じ値となり，この直径以下

では地上における浮力の効果は無視できるほど小さいこ

とが明らかとなった 87)．地上実験結果は，明確に直径 D

の増加に伴って Mac が増加する傾向を示した．微小重力

下でのデータも，STDCE 装置の最大直径の 3cm までに

 

Fig. 28 Time evolutions of three-dimensional stationary flow in liquid bridge of As = 0.8. Azimuthal velocities and 

temperatures observed at three different points at z = 0.5 L are plotted as a function of time 80). 
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おいて，地上実験での D 依存性を延長したライン上にプ

ロットされる結果を得た 87)． 

上述の宇宙実験結果が明らかとなる以前においても，

Kamotani et al. 88,89) は地上実験の結果から 1980 年代に

追加のパラメータの必要性を認識していた．Kamotani et 

al. は，自由表面問題であることに着目し，追加パラメー

タは自由表面に関連したものであるとし，まず Pr 数に対

して σT ΔT/σ の様式と取るキャピラリー数仮定してこの問

題を取り扱った 88)．次に Lai89) は，自由表面の動的変形

に関するスケール解析結果から，S パラメータと（ (1/Pr) 

σT ΔT/σ で与えられる）を導出した．   

振動流において，動的界面変形量は顕微鏡でなければ

特定できないほど微小なものである．果たしてそのよう

な微小な変形が振動流遷移のメカニズムにおいて重要な

役割を担うのであろうかと言う疑問が生じる．これは非

常に難しい問題であったが，Kamotani and Ostrach90) が

表面変形の運動に関する詳細なスケール解析を行い初め

て答が得られた． 

高 Pr 数流体の表面張力対流の重要な特徴は，振動流遷

移が発生する Ma 数領域において，その駆動力が“hot 

corner”と呼ばれる加熱壁近傍の小さな領域のみに限定

して発生することである 90).結果として，hot corner にお

ける非常に微小な表面の動的変形であっても，流れの駆

動力が変化して振動流へ移行する． 

彼らは，表面温度分布，速度場と自由表面変形が複雑に絡

んだ非線形挙動を含めた振動のメカニズムを推測した． 

速度場は，高温領域から低温に流れる表面流と高温端

へ流れる内部のリターン流に大別される．流れが定常的

である場合，表面流とリターン流はバランスしている．

しかし，遷移過程においては両者のバランスしていない

場合，この不均衡が表面の温度分布を著しく変化させ，

その結果として全体の流れ場を大きく変え得る． 

リターン流は表面流によって生じる圧力勾配によって

駆動される（Fig. 30）のとおり，リターン流は，表面流

によって生じた hot corner 近傍の低圧領域に流れ込む． 

自由表面近傍の圧力は，自由表面の形状によって決まる

ため，リターン流は自由表面の形状と密接な関係がある

のである．結局，表面流が局所的に変化した時，有限の

時間遅れの後に表面形状の変化がこれに追随して，最終

的にリターン流の変化へとつながっていく．Kamotani 

and Ostrach90) は，振動流における自由表面の変形量

（Fig. 30 中の δs）を次式で推定した 

(
δs

Δ
) ~ 

𝜌𝑈0Δ

𝜎
 

ここで Δ は hot corner の大きさ, U0 は hot corner に

おける代表的な表面流速，σ は表面張力である．定常流

のスケール解析に基づくと， 以下のスケール側が成り立つ 

Δ

𝐿
 ~ 𝑀𝑎−1/2 ,    

𝜇𝑈0

𝜎T∆𝑇
 ~ 𝑀𝑎−1/7 

ここで L は液柱の代表長，𝜎T は表面張力の温度係数

である．上の 2 式から，以下のとおり (δs/Δ)2 で整理され

るパラメータが得られ，これを S パラメータと呼ぶ． 

S ≡  (
δs

Δ
)
2

= 
𝜎T∆𝑇

𝜎

1

𝑃𝑟
𝑀𝑎3/14 

これは以前用いていた S パラメータ（= (1/Pr) σT ΔT/σ）

とは若干異なる.この様式の S パラメータは様々なスケー

ル則と関連しているため，S パラメータは取り扱う問題に

よって異なる表現となる． 

STDCE の場合，S パラメータは以下の様に表現される 86) 

S =  (
𝜌𝛼2

σ𝑅
)

1/2

𝑀𝑎    for STDCE configuration 

ここで α は流体の熱拡散率，R は容器の半径である．

Figure 31 のとおり，この様式で表現された S パラメータ

により 1G 及び微小重力実験の結果を統一的に整理できる． 

S パラメータの定式化がなされた直後，液柱のコンフィ

ギュレーションにおいては振動流の起点を規定するため

に別のパラメータを考慮する必要性が明らかとなってき

た．それは，自由表面での熱伝達に関わるパラメータで

ある．Masud, et al. 85) は，典型的な地上実験における液

柱実験における（表面からの）熱損失にかかるビオ数（Bi） 

は 0.25 程度と見積もっていて，比較的小さいため熱伝達

 

Fig. 30 Flow field and free surface deformation in 

hot corner 

return flow

surface flow

hot wall

free surface

 s

 

Fig. 31 Critical S—parameter for STDCE tests (Pr = 

26 – 29) 
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の影響は無視できるとした． 

しかし，そうではないことが明らかとなった．異なる

実験条件（異なる低温端と雰囲気ガス温度）のデータに

基づき，Kamotani et al.は，Mac
 が自由表面における熱

伝達に大きく左右されることが分かった 91)． Kamotani 

et al. は，液柱周りの空気流の数値シミュレーションを行

い，これに基づき自由表面の熱伝達の効果をビオ数（Bi）

によって表現した 92)．その結果を Fig. 32 に示す．図よ

り明らかなように，Mac はビオ数に非常に敏感である．

ビオ数が 0.3 から 0.7 に変化すると Mac は 5 倍変化す

る．この極端な鋭敏性は，以下の実験事実とも一致する．即

ち，液柱の周りに薄い円柱のディスクを（液柱に触れない

ように）配置した場合，ある特定の位置にディスクを置

くと振動流れが著しく影響を受けたのである 92)． 

定常流の場合，ディスクの存在によるビオ数の変化は

ほとんど流れに影響を与えないため，この現象を説明す

ることは難しい． 

CFD 研究ではこのような臨界マランゴニ数の強いビオ数

依存性は予測されていなかった．更に，Mac は周囲雰囲気

から自由界面に熱が流入する heat gain 状態においてはビオ

数依らずほぼ一定となる 93)． 対照的に，STDCE における

振動流は Bi 数に対して鈍感である 94)．1G におけるビオ数

が 1 より小さいことを考慮すると，STDCE の実験結果の方

がより合理的に納得が行く結果である． 

上述の観察から，液柱形状では，何か特別なことが起

きていると思われ，それは Bi 数や全体的な熱損失では説

明が出来ないのかもしれない．S パラメータは Mac が自

由表面の動的変形に非常に鋭敏であるとの仮説に基づい

ており，（これに基づけば）熱損失が何らかの形で表面変

形を起こすため，臨界マランゴニ数 Mac は，表面熱損失

に敏感であると結びつけられる可能性がある． 

しかしながら，これでは，STDCE の実験系において 

Mac が S パラメータに関連しているが，表面熱損失に敏

感でないことの説明が付かない． 

液柱の実験系に於いては 上述の特異な現象を説明する

ために，もっと多くの検討が必要であるが，まず液柱形状に

おけるS パラメータの妥当性を検証しなければならない． 
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